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Resumen: En este articulo se presentan los resultados de una investigacion
documental cuyo objetivo fue poner de relieve los aspectos valiosos y las
debilidades de tres propuestas curriculares para la ensefanza de las fracciones.
El analisis se hace mediante identificacion de los sub-constructos del nimero
racional considerados en cada oportunidad, asi como el transito entre el cono-
cimiento informal (etnomatematico) y el técnico-simbdlico identificados en los
tres curriculos y libros de texto oficiales utilizados entre 1960 y 2011 en la
educacion primaria mexicana. El acercamiento se sustenta, esencialmente, en
la conceptualizacion de Thomas Kieren respecto de: a) los sub-constructos que
constituyen un conocimiento cabal de las fracciones, y b) el trayecto deseable
entre el conocimiento informal y el técnico-simbdlico también sugerido por este
investigador. Se considera que el trabajo aporta una metodologia util para
analizar las propuestas curriculares y la ensefanza de estos nimeros; también
se pone de relieve que —al elaborar nuevos planteamientos educativos— es
pertinente recuperar las lecciones del pasado si el interés no es la innovacion
sino la mejora de la ensenanza.
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Abstract: This article presents the results of a documentary research developed
with the aim of highlighting valuable aspects and weaknesses of three curricular
proposals for the teaching of fractions. The analysis is done by identifying the
sub-constructs of the rational number considered in each opportunity, as well
as the transition between informal (ethnomathematical) and technical-symbolic
knowledge observed in the three official curricula and textbooks of the Mexican
Primary Education used between 1960 and 2011. The approach is based, essen-
tially, on the conceptualization of Thomas Kieren regarding: a) the sub-constructs
that constitute a thorough knowledge of the fractions, and b) the desirable path
between the informal knowledge and the technical-symbolic also suggested
by this researcher. It is considered that the work provides a useful methodology
to analyze the curricular proposals and the teaching of these numbers, it also
highlights that it is pertinent to recover the lessons of the past if the interest is
not innovation but the improvement of teaching.

Keywords: curricular proposals, teaching of fractions, history of mathematics
teaching, primary education

INTRODUCCION

¢Todavia es licito interesarse en las fracciones?, se pregunta Athanasios Gagatsis
al prologar el libro de Isabel Fandifio sobre estos nimeros (Fandino, 2009).
Esta provocadora frase es seguida de una disquisicion que concluye con la
afirmacion de que el libro de Fandino es muestra de lo mucho que el estudio
de las fracciones tiene aun por ofrecer a la comunidad de la educacion mate-
matica. Yo comparto la conviccion de Gagatsis y es por ello que decidi escribir
este articulo.

Las fracciones han sido uno de los contenidos de la educacion primaria mas
estudiados por los investigadores de la educacion matematica de este nivel. Ya en
los anos ochenta del siglo pasado se produjeron abundantes investigaciones y
reflexiones sobre el tema, algunas de las cuales se convirtieron en trabajos clasicos
(por ejemplo, Hart, 1981; Freudenthal, 1983; Kieren, 1988; Kerslake, 1986).
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Adicionalmente, el tema es reconocido por los profesores de este nivel educativo
como uno de los mas dificiles de ensenar. Es comun que, ante cualquier dialogo
con ellos el tema que surge de inmediato es precisamente el de las fracciones.?

Los resultados de los exdmenes aplicados a los ninos que finalizan la edu-
cacion primaria por el Instituto Nacional para la Evaluacion de la Educacion en
Meéxico (Bases de datos Excale 2005, 2007, 2009, 2013, Planea, 2015) son coin-
cidentes con la mirada docente; al finalizar este nivel educativo, los nifos tienen
dificultades de todo tipo para aprender lo relacionado con este ambito numeérico.
Veamos algunos datos.

Seguin el Examen Nacional de Logro Académico (Excale) 2013: Identificar
una representacion numérica de un numero fraccionario dado en forma grd-
fica, obtiene unicamente 50% de aciertos y Resolver un problema aditivo con
numeros fraccionarios de distinto denominador sélo alcanza 22% (Excale
2013). Las dificultades se observan igualmente en los resultados del examen
PLANEA 2015, conforme al cual 60.5% de los ninos de sexto grado se ubican
en el nivel mas bajo (insuficiente) de aprovechamiento en matematicas, lo que
significa que sélo escriben, y comparan numeros naturales (INEE, 2015). Es
Unicamente 6.8% de los estudiantes el que ‘compara numeros decimales;
resuelve problemas aditivos con numeros decimales y fraccionarios; resuelve pro-
blemas que implican dividir o multiplicar fracciones por numeros naturales; ubica
una fraccion en la recta numeérica y usa las fracciones para expresar el resul-
tado de un reparto” (INEE, 2015).

Si bien algunos investigadores han elaborado y experimentado propuestas
de ensenanza tendientes a promover un acercamiento comprehensivo de las
fracciones —y algunas de ellas han sido incorporadas al curriculo oficial = la
situacién se mantiene en un nivel de logro escolar muy bajo y aparentemente
sin perspectivas de mejora. Eso es lo que parecen mostrar los Excale y mas
recientemente el examen llamado PLANEA (2015).

¢Por qué estos resultados tan poco satisfactorios en el aprendizaje de las
fracciones?, ¢Hasta dénde los planteamientos curriculares contribuirdn a gene-
rarlos?, éSerd la ensenanza que tiene lugar en las aulas la que actda en des-
medro del aprendizaje? Hoy sabemos que son muchos los factores que inciden
en el aprendizaje, pero en este escrito destaco la relevancia del curriculo —es
decir, la forma en que el tema se propone en programas y libros de texto— como

2 Esto lo he constatado en el trabajo con profesores en servicio a lo largo de muchos afios.
* PLANEA: Plan Nacional para la Evaluacion de los Aprendizajes
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factor que favorece o dificulta un aprendizaje adecuado de los numeros que
nos ocupan. En tal sentido, considero que el curriculo y los materiales que lo
acompanan tienen incidencia en el hacer de los profesores desde el momento
que facilitan o dificultan la realizacion de ciertas actividades al ofrecer, o no,
sugerencias para la ensenanza y el soporte material para llevarlas a cabo.

Me centraré en tres propuestas educativas -y sus correspondientes libros de
texto— que tuvieron gran relevancia en México, tanto por el tiempo que estuvie-
ron vigentes, como por las ideas que introdujeron o legitimaron: el curriculo de
1960, basado en una diddctica intuitiva, el de 1972, conocido como de las
matemdticas modernas y el de 1993, con orientacion constructivista* En el
analisis pongo de relieve los siguientes elementos: a) el contexto pedagogico en
que tuvieron lugar, b) los sub-constructos de las fracciones que fueron incluidos
y ¢) los acercamientos propuestos para vincular el conocimiento informal que
dota de significado a las fracciones con el conocimiento técnico simbdlico que
‘formaliza” el conocimiento y que se comunica en la escuela.

Para realizar el analisis me valdré del marco desarrollado por Thomas Kieren
(1988), el cual ampliaré con elementos aportados en trabajos mas recientes.
Aunque conviene destacar que la actualidad de la propuesta de Kieren se
constata porque dichos trabajos siguen teniendo como referencia las ideas de
este autor. Conviene mencionar que la amplitud del tema no permitié analizar
con detalle todos los aspectos de los acercamientos planteados, lo que se pre-
senta es solo una vision general que posteriormente podra profundizarse en
escritos mas focalizados.

MARCO CONCEPTUAL

LOS SUB-CONSTRUCTOS DEL CONCEPTO FRACCION

La idea principal tomada de Kieren (1988) es su planteamiento sobre los
sub-constructos que, en conjunto, constituyen el “gran concepto” que es el nume-
ro racional. Este investigador expuso, hace ya 30 anos, la idea de que un cono-

cimiento completamente desarrollado del nimero racional tendria la estructura
componencial que se muestra en la figura 1:

* No incluyo el curriculo introducido en 2011 porque, con algunas modificaciones no siempre tendien-
tes a la mejora del previamente vigente, las ideas son muy similares a las promovidas en 1993.
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Figura 1. Sub-constructos del nimero racional segun Kieren

Medida Cociente Razon Operador multiplicativo

Kieren (1988) afirma que la construccién de un conocimiento duradero sobre
los niimeros racionales, hace necesario que una persona participe en actividades
mentales o fisicas tales que pueda asociar las expresiones “a/b” con objetos/
acciones en cualquiera de esos cuatro sistemas connotativos (p. 166): medida,
cociente, razén y operador multiplicativo. No se incluye en esta estructura la
fraccién como una relacion entre la parte y el todo. Esta relaciéon es considerada
por Kieren como ‘base para instaurar los diferentes sub-constructos” (Real,
Gomez y Figueras 2013, p. 22).

Kieren declara que: si bien sus ideas son tedricas en el sentido de que no
habian sido experimentadas, para sostenerlas se apoyo en otros autores, como
D. Kerslake (1986), quien sefiald enfaticamente las limitaciones en el pensa-
miento de los ninos sobre las fracciones debidas a la adopcion casi exclusiva
del modelo parte-todo en las escuelas. Kerslake, después de un cuidadoso estu-
dio planteo:

[.] mientras las interpretaciones de la fraccién a/b como una region geométrica
dividida en “b" partes de las cuales se toman “a" partes, era aceptado por todos los
ninos participantes en el experimento de ensenanza, otras interpretaciones posibles

no estaban disponibles en los nifios (1986, p. 88).

Quizas el dato mas “duro” sobre este punto es que cuando se pedia a los ninos
considerar varios modelos para la fraccion /40 %/s, incluyendo la relacion par-
te-grupo y el modelo de razdn, éstos no solo fueron rechazados como posibles
ejemplos de las fracciones por la mayoria de los ninos, sino que la razon del
rechazo era, invariablemente, que “no habia una figura completa para dividir’
(Kerslake, 1986, p. 88).

Kieren (1988), en acuerdo con las ideas de Kerslake dice: “[..] el modelo
parte-todo puede ayudar a producir facilmente el lenguaje fraccionario, sin
embargo, el lenguaje escolar sobre las fracciones en los libros de texto y en los
maestros [que adoptan este modelo] tiende a orientar a los alumnos a una
imagen y conocimiento estatico de las fracciones” (p. 177)
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Ahora bien, {por qué utilizar el modelo de Kieren como marco para el ana-
lisis? Son varias las razones para hacerlo: porque —ademas de ser el marco que
orienta en cuanto a las fracciones la ultima reforma curricular que analizo en
este articulo (SEP, 1993) y estar vigente entre investigadores y educadores de
distintas regiones (por ejemplo, Llinares, 2003, Fandifio, 2009, Charalambous y
Pitta-Pantazzi, 2005, Charalambous, 2007, Real, Gomez y Figueras, 2013, Ivars,
Bouforty Llinares, 2016, Zazkis y Mamolo, 2018)- su adopcion permitio comparar
los tres periodos curriculares objeto de analisis. Pero la principal razén para
utilizarlo, es que el modelo de los sub-constructos, gracias a su completitud,
marca un horizonte desde el cual mirar comprehensivamente el aprendizaje y
la ensenanza de las fracciones. De esto es muestra la utilizacion y citacion fre-
cuentes de este modelo aun en las investigaciones mas actuales®.

EL TRANSITO DEL CONOCIMIENTO ETNOMATEMATICO AL TECNICO-SIMBOLICO

La idea de los sub-constructos como elementos constituyentes del “mega-cons-
tructo” numero racional es sin duda la aportacion de Kieren mas reconocida.
Pero otro aporte de este autor, también fundamental por su contribucion a
nuestro entendimiento de las fracciones como objeto de ensefanza, es el que
refiere a la relacion entre el conocimiento informal, que él llama etnomatematico,
y el conocimiento técnico-simbolico (Kieren, 1988), postulada como necesaria
para una comprension cabal de los nimeros racionales. La razén que justifica
la postura es que: ‘[..] los constructos menos formales proveen una base de
significado para el conocimiento mas formal y una base critica para validar
‘verdades' simbolicas o principios normativos” (p. 166).

¢Como se transita entre uno y otro nivel? El postulado (Kieren,1988) es que,
en la construccion del nimero racional, las imagenes —en el sentido fisico, pic-
torico, o0 mental- tienen un papel muy relevante. La idea de mitad, por ejemplo,
esta asociada a imagenes de cortar, de simetria e incluso de calcular numérica-
mente la mitad. Recurriendo a D’Ambrossio, Kieren hace notar que este conoci-
miento no es escolar, sino que se construye porque se vive en un contexto
particular, por lo que es un conocimiento etnomatematico (CE).

> Hay quienes, siguiendo a Davydov y Tsvetkovich (1991), se han apartado de este modelo para enfa-
tizar la idea de medida, como Saldafa y Thompson, o Cortina y sus colegas, pero aun no se conoce el
impacto que esta propuesta ha tenido o puede tener en el aprendizaje de las fracciones.
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Un segundo nivel de conocimiento es el intuitivo (CI) que comtnmente es
ensenado e involucra deliberadamente la conjuncion de imagenes, mecanismos
constructivos (en el sentido de Kieren) y un uso informal del lenguaje (Kieren,
1988). Se trata de un conocimiento que no es técnico o légicamente formalizado
pero que constituye un eslabon entre el etnomatematico y el técnico-simbdlico.

El conocimiento técnico simbolico (CTS) se construye mediante el uso de
lenguaje [matematico] estandar, notaciones y algoritmos; es un conocimiento
ensenado. Para que este conocimiento sea estable y util, debe ser comprobable
contra alguna forma de “realidad” o representar alguna secuencia logica local
que pueda ser evaluada en términos de axiomas para los nimeros racionales
(Kieren, 1988, p. 170).

Desde esta perspectiva, entonces, la construccion del conocimiento sobre las
fracciones ha de considerar el conocimiento etnomatematico como primer refe-
rente y transitar por el conocimiento intuitivo, para llegar al mas “formal” propio
del nivel técnico-simbdlico.

Siguiendo el pensamiento de Kieren, considero que el transito de un tipo de
conocimiento a otro se acompana de diferentes tipos de lenguaje. De hecho,
como senalaria el autor, la experiencia previa y el lenguaje son fundamentales
en la construccion y representacion mental de los conocimientos matematicos,
incluidos los relacionados con las fracciones (Kieren, 1999).

METODOLOGIA
PREGUNTAS DE INVESTIGACION
El interés por revisar las propuestas de ensefianza de las fracciones, motivo de
este escrito, se expresa en las preguntas que anoto a continuacion.

En los curriculos y libros de texto gratuitos® utilizados en la educacion pri-
maria mexicana, entre 1960 y 2011:

* (Queé significados o sub-constructos de las fracciones se incorporaron?

* ¢Qué relaciones entre el conocimiento etnomatematico (informal) y el téc-
nico-simbalico se establecieron?

® Desde 1960, la Secretaria de Educacién Publica distribuye gratuitamente libros de texto a todos los nifios
que cursan la educacién primaria. Las gufas didacticas se entregan a los maestros de este nivel educativo.
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» (Que lenguaje se utiliza en los distintos materiales y qué papel juega dicho
lenguaje?

* (En qué contexto pedagdgico se desarrollaron e implementaron dichas
propuestas?

* (Qué puede ofrecernos la revision de estas propuestas para mejorar la
ensenanza?

ESTRATEGIA DE INDAGACION

Como menciong, se analizan los programas y libros de texto distribuidos por la
Secretaria de Educacion Publica que fueron utilizados en la educacion primaria
mexicana el ultimo medio siglo, a saber: a) la propuesta curricular de 1960, que
definiré como diddctico-intuitiva; b) la propuesta introducida en 1972, o de la
matemdtica moderna; ¢) la propuesta instrumentada en 1993 y que llamaré
constructivista.

La revision de los materiales se realizd6 mediante acercamientos sucesivos
consistentes en:

1. Busqueda vy recopilacion de planes de estudio, programas, guias para do-
centes y libros de texto gratuitos de matematicas distribuidos por la Secre-
tarfa de Educacién Publica en el periodo ya sefialado.

2. ldentificacién de contenidos, aprendizajes esperados y secuencias de en-
senanza vinculados a las fracciones, propuestos en los distintos materiales.

3. Analisis de los planteamientos curriculares y las lecciones dedicadas a las
fracciones con base en el marco conceptual elegido.

RESULTADOS

ETAPA DIDACTICO-INTUITIVA DE LA ENSENANZA DE LAS FRACCIONES

Centracioén en el modelo parte-todo y prevalencia del nivel técnico-simbalico
En ese periodo, las fracciones se denominan “quebrados’, aunque el término

fraccion se utiliza eventualmente en los ultimos grados. Tal denominacion refleja
la concepcién de fraccién propia de este curriculo pues, efectivamente, ésta es
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vista como parte de algo que se ha fracturado. Razones y proporciones y por-
centajes se estudian en los dos ultimos grados de la primaria, pero su tratamien-
to se hace estableciendo una deébil relacién explicita con la fraccién y el modelo
‘parte todo” (SEP, 1961 y 1962).

A'lo largo de la primaria, es permanente y casi exclusiva la referencia a dicho
modelo. Los “quebrados” se introducen en vinculacion con el conocimiento
etnomatematico mediante imagenes que ilustran particion de frutas con forma
mas o menos regular: naranjas, melones o manzanas. Esta idea permanece a
lo largo de la primaria, pero las frutas son sustituidas paulatinamente por figuras
geométricas y, al final, sélo quedan los simbolos y el lenguaje técnico-simbdlico
pues, segun las recomendaciones de la época ‘la ensenanza de la aritmética
debe ir de lo concreto a lo abstracto” (SEP, 1968).

Hay efectivamente un intento por vincular el conocimiento técnico-simbdélico
(CTS) con el que los ninos han construido en su experiencia cotidiana (CE),
transitando por el nivel intuitivo (Cl) —que implica la vinculacion con imagenes
familiares y un uso informal del lenguaje. Esto se ve, por ejemplo, en la leccion
que abre la ensefanza del tema en primer grado (figura 2). Ahi se muestran
frutas partidas en mitades y cuartas partes que luego “se convierten” en figuras
geomeétricas divididas en partes iguales acompanadas de lenguaje natural.

Figura 2. Leccion con que se iniciaba el trabajo con las fracciones
en la escuela primaria en los anos 1960 (SEP, 1960a, p. 101).
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En concordancia con la idea principal de la propuesta, las representaciones
utilizadas en los cuatro primeros grados aluden al modelo parte-todo. Se reitera
el uso de las dos representaciones ya mencionadas: dibujos de frutas partidas
y formas geométricas —principalmente circulos, cuadrados y rectangulos— cuyo
parecido figural con la fruta seguramente tenia un valor didactico importante
en el transito de lo concreto a lo abstracto. Ya desde el tercer grado predominara
el nivel TS. A partir de este grado, una exposicion de imagenes consideradas
cotidianas (como frutas o listones) incluidas como apertura de las primeras
lecciones parece considerarse suficiente para vincular los niveles E y TSy privi-
legiar este ultimo en el resto del libro. Lo anterior puede observarse en la figura
3. En la lecciéon ahi presentada, después de una narrativa que contextualiza el
tema (no incluida en la figura), siguen paginas donde se eliminan gradualmente
las imagenes para transitar al nivel TS y mantenerse en ¢él. Efectivamente, la
vinculacion CE-CI-CTS pronto se deja a un lado y se trabaja con afirmaciones
‘formales’, notaciones y algoritmos:

Figura 3. Paginas de una leccion de tercer ano (SEP, 1960c, pp. 54-55) en las que
se observa el transito al nivel técnico simbodlico. Las siguientes paginas tratan,
de manera similar, otras fracciones.
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La secuencia concluye con la siguiente formalizacion:

A
‘Solamente puedes sumar o restar fracciones que tengan un mismo denominador.
Por eso tienes que sumar o restar ‘medios + medios” + medios’, 0 “Cuartos + cuartos
+ cuartos’, etcétera (SEP, 1960, p. 54).

El lenguaje sobre las fracciones

A pesar de que, como se ha afirmado, este curriculo privilegia el nivel TS, la
definicion de fraccion merece poca atencién, de tal suerte que el primer intento
de formalizacién de la nocion se ve en una leccion de quinto grado:

Las fracciones comunes, llamadas también quebrados, se escriben ast:
1/5, que se lee un medio y significa la mitad de algo.
1/3, que se lee un tercio, y significa la tercera parte de algo.
*/5, que se lee cuatro quintos, y significa las cuatro quintas partes de algo.
(SEP. 19614, p. 53).

Tal formalizaciéon evoca la relacion parte-todo y se complementa después con
otra incluida en el libro de sexto grado (SEP,1970, p. 43), donde la referencia es
a la idea de medida:

C
Para expresar el valor de cantidades que no contienen un nimero exacto de veces la
unidad elegida, o de cantidades menores que la unidad, se han creado las fracciones
comunes.

Aunque a esta formalizacion no le precede ninguna narracion o imagen ten-
dientes a darle significado, pues la fraccion en contexto de medicion no fue
trabajada.
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Llama la atencion que, aunque, como he destacado, la orientacién de este
curriculo privilegiaba el nivel TS, la definicion de fraccion no es central; en vez
de trabajarla con mas detenimiento, la atencién se dedica a otras definiciones
respecto de procedimientos o aspectos de estos nuimeros, por ejemplo: a) los
nombres de los términos de la fraccion; b) fracciones propias e impropias y ¢)
procedimientos para ordenar fracciones y para operar con ellas.

Al final de la primaria el abandono del nivel intuitivo (NI) es mas marcado
y se realiza un trabajo casi exclusivo en el nivel TS. Asi, en el libro de sexto ano,
de 22 pdginas dedicadas a las fracciones, sélo 6 contienen imagenes, todas
similares a las utilizadas en los grados precedentes (figura 4a). Con tal enfoque,
los procedimientos mas complejos ya no se ilustran, solo se describen y ejem-
plifican (nivel TS) (figura 4b). El libro de sexto, por lo mismo, se asemeja mas a
un compendio del contenido de toda la primaria que a un libro de texto de
aritmética y geometria elemental.

Figura 4a. Pagina del libro de sexto ano. Figura 4b. Pagina tipica del libro de sexto
Aritmética y Geometria donde se incluyen ano, Aritmética y Geometria
imagenes. (SEP 1970, p. 44). (SEP, 1970, p. 55)
MULTIPLICACION

-. cuyn dibujo aparece & In derecha, /]
5 on tres partes iguales para repar-
: ﬁ!ﬂuuﬂu

Bt i onciber e randd =4 s =
1a multiplicacidn equivalge a una adicion abreviada de varios mimeros, o
que s trate de obfener una o varias partes de un nimera.
En el primer caso la operacidn se efectia de esta manera:

Bl 3xf=3t=d=fi Erom )

Eempo?  Sx§=&2=3=3§ (buen 3)

Sa multiplica el entero por el numerador y al producto se le pons el
‘mismo denominador.

Unidad dividida en netavos:

2. Las fraceiones comunes ss expresan con dos mimeros escritos uno
sobre el otro y separados por una raya horizontal En el segundo caso se proceds asi:

7 $x12=-32=-%=&
7 Dencminader 4 ... i

mmmmnmhmh%hmym
A L

. 1 s
lmmmdehparumﬁmummu.yupmd Sheliay
miimero de partes iguales en que se ha dividido la unidad.
El nimero que estd en la parte superior se llama numerador, ¥ repre- 2
senta el nimero de partes iguales que &2 han tomado de la unidad. Tuego _d'm“s'

3. Se Haman fracclones equivalentes las que tienen un mismo valor.

Es muy i de una multiplicaciin
mummmhhMmehmﬂﬁﬁMﬂ!
entaros.

Una dedad de la multi] que puede apli cuando se
wmmmmmmamm—mm-:

Ejemplo

24 x §= B2aFeffy
1224 =22 308
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Introduccion de la nocién de razén

En el quinto grado se introduce la nocion de razdn, enfatizando la idea de
comparacion por cociente. No se hace referencia explicita a que éste es otro
significado de la fraccion, solo se usa la notacion fraccionaria (SEP, 1961, p. 85).
El tema se inicia mediante un discurso descriptivo (nivel TS) que indica lo que
ha de mirarse en la situacion (figura 5):

Figura 5. Leccién de sexto grado en la que inicia el trabajo
con las razones y proporciones (SEP, 1961, p.85).

! RAZONES Y PROPORCIONES

Cuando comparamos dos cantidades de una misma especie y tomamos
una de ellas como referencia, comprobamos cudntas veces una es mds gran-
de o mds chica que la otra.

Por ejemplo: sl en un montén tengo 4 canicas y en otro 12, [o que hay
en el primero es la tercera parte de lo que hay en el segundo; o bien, lo
que hay en el segundo es triple de lo que hay en el primero. Esto es:

4 canicas 12 canicas
- 1 . Agqul hay 3 veces
® Q@ Aquf hay - del .08 ® . que hay en el
@D montén grande. © o [} montén pequefio,
En la primera bolsa hay 100 g de caramelos y, en la segunds; hay 500 g
también de caramelos, S00g
100g
En ésta hay % En ésta hay § ve-
de lo que hay en ces lo que hay en
1a bolsa grande. la bolsa pequefia.

La formalizacion y definicion presentadas al final de la leccion son las
siguientes:

Figura 6. Formalizacion de la nocion de razon en el libro de quinto afo.
Aritmética y Geometria. Estudio de la Naturaleza (SEP. 1961, 86).

D

Razoén es el resultado de comparar por cociente dos cantidades de una misma especie.
Asi, la razon del nimero de canicas del primer montén respecto del sequndo es 1/3
(Primer ejemplo).

La razén de 100 g de caramelos a 500 g de caramelos es 1/5 (segundo ejemplo)
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En concordancia con el enfoque asumido, el resto del tema se conduce en
el nivel TS mediante ejercicios de calculo, al igual que la nocién de proporcion,
que inicia con la siguiente definicion: “Cuando hay dos razones iguales se forma
una proporcion” (SEP, 1961, 89).

CONCLUSIONES SOBRE LAS FRACCIONES EN EL CURRICULO DE 1960

En este periodo el sustento casi exclusivo de la nocién de fraccion es el modelo
parte-todo. De primero a cuarto grado, las expresiones de la forma a/b tienen
como referente Unico la idea de partir un objeto en partes iguales y tomar cierto
numero de ellas. La equivalencia entre fracciones también se asocia a dicho
modelo y se ilustra sobre objetos simples del entorno y figuras geométricas en
general regulares. Por supuesto, el objetivo era alcanzar el manejo simbdlico y
culminar con la idea de que: al multiplicar el numerador y el denominador de
una fraccién por el mismo ndmero se obtienen fracciones equivalentes.

En los primeros grados se utilizaba lenguaje natural para referirse a los
medios y los cuartos, pero en general, el uso del lenguaje estaba fuertemente
vinculado al nivel TS. En practicamente todas las lecciones se incluia alguna
formalizacion, definicion o procedimiento expresado mediante este lenguaje, y
en los ultimos grados el trabajo se realiza principalmente en dicho nivel. Es el
caso de las nociones de razon y proporcion, que fueron trabajadas en esos
grados, sin haberse producido suficientes intuiciones para apoyar su compren-
sion. En general, el lenguaje que acompanaba a las situaciones era descriptivo
0 enunciativo y en muchos casos las definiciones se incorporaban sin haberse
ofrecido un respaldo experiencial (a través de las imagenes) que permitiera a
los alumnos verificar su validez.

Para ser justos en la valoracion de esta propuesta, conviene recordar que,
en 1960, la didactica de las matematicas como disciplina cientifica apenas nacia.
No se contaba aun con resultados de investigaciones que permitiesen orientar
con bases cientificas la ensenfanza de las matematicas. Producto de este con-
texto, la idea de fraccién que se comunicaba hoy parece en extremo estatica y
limitada. Pero es que se trataba de un periodo donde en la base estaba una
teoria emparentada con el sensual-empirismo. Conforme a esta teoria, se creia
que el aprendizaje se daba a traves de los sentidos y el alumno era considerado
un receptor que asimilaba los conocimientos en la forma en que se le presen-
taban; de ahi la importancia de las imagenes.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019 35



Alicia Avila

Hoy este acercamiento resulta del todo cuestionable puesto que, ademas de
que el modelo parte-todo determinaba el sentido y el limite de las fracciones, se
consideraba que una presentacion inicial (ostensiva) del conocimiento etnoma-
tematico bastaria para que el conocimiento técnico-simbolico se impregnara de
significado. No podia ser de otro modo. En ese entonces, la ostension constituia
el horizonte de la accion didactica en Aritmética y geometria: el conocimiento
entraba por los sentidos, y se generaba mediante intuiciones creadas a partir de
las imagenes. Tal forma de concebir las fracciones y promover su ensefianza se
verfia modificada con el ingreso de la reforma de los anos 70.

LA MATEMATICA MODERNA O LA TRANSICION A LA DIDACTICA
NUEVOS SIGNIFICADOS Y NUEVOS LENGUAIJES PARA LAS FRACCIONES

El curriculo introducido en 1972, conocido en México como “La reforma de las
matematicas modernas’, trajo grandes cambios en la forma de pensar las mate-
maticas y su ensenanza en la educacion primaria. Las reflexiones de Bruner y
de Dienes tendian un nuevo horizonte para la ensefanza de dicha disciplina
(Avila, 2006). De ahi que un principio fundamental para ensenarla fuera el
siguiente: “Que sean los mismos ninos quienes vayan descubriendo las nocio-
nes’ (Imaz, coord, 1977, p. 6). Porque, ‘[..] se habra de aprovechar el caudal de
nociones intuitivas que el nino ya maneja, por sus vivencias cotidianas, construir
sobre ellas tratando de refinar tales nociones por medio de situaciones concretas
en las que éstas se presentan de maneras sencillas, hasta alcanzar, a través de
la practica reiterada, el concepto que interesa captar’. (Gorostiza y Rivaud
(coords.), 1974, p. 8).

Esta nueva perspectiva tuvo efectos sobre la forma de relacionar a los alum-
nos con las fracciones; las ideas sobre estos numeros se ensancharon, inician-
dose una apertura hacia el “gran concepto de numero racional”:

— Se mantuvo el modelo parte-todo, pero se incorporé también la fraccion
como cociente (introducida como resultado de un reparto), como razén
(vinculada a las escalas) e incluso como operador.

— Se ampliaron las representaciones de la fraccion, incluyéndose todos dis-
crefos y la recta numérica como medios de representacion
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— Se incluyeron problemas que implicaban orden y operaciones con
fracciones.

— Se establecieron puentes mas solidos entre el conocimiento etnomatema-
tico (CE) y el técnico-simbdlico (CTS), mediante un transito mas pausado
por el nivel intuitivo (Cl).

— El lenguaje se modificd: se mantuvo el descriptivo propio de los anos
sesenta, pero se agregaron dos nuevos formatos: el argumentativo (que
expresa razones yendo mas alla de las descripciones), y el interrogativo
(que lleva a expresar conclusiones a partir de reqularidades observadas
en casos particulares).

Efectivamente, aunque el enfoque general estaba cargado hacia la disciplina
matematica (Block y Alvarez; 1999), en el caso de las fracciones se observa
interés por establecer mejores vinculos entre los distintos niveles de conocimien-
to. Veamos esto en el trayecto que sigue la fraccion a lo largo de la primaria.

La nocién de fraccion

La nocién de fraccién en este curriculo presenta una cierta ambivalencia: lla-
marse quebrado y a la vez llamarse fraccion. Esta ambivalencia se observa a lo
largo de la primaria. La nocién se introduce en segundo grado apelando a las
experiencias cotidianas de los ninos: se presentan mitades o cuartos de pasteles,
frutas, colecciones de objetos, o precios de juguetes que se fraccionan en terceras
0 cuartas partes.

A primera vista, este acercamiento es similar al de los anos sesenta, pero no
es asi, pues ademas de una parte de un todo continuo, la fraccién es también
una parte de una coleccion de objetos y una parte de una cantidad distinta de
uno (véase figura 6).

En este acercamiento introductorio se incluye también la representacion de
algunas fracciones en la recta numérica (figura 7). Una representacién aparen-
temente tan alejada del pensamiento de los nifios pequenos era considerada
accesible porque se suponia dotada de significado a través de “los saltos de la
rana’, recurso didactico utilizado profusamente con los niimeros naturales en el
primer grado.
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Figura 6. Paginas del libro de sequndo grado en las que inicia el tratamiento
de las fracciones (SEP, 1972a, pp. 105, 110 y 111).

Hay D medias sandias

ha j

¢C hay dibujodas?
Havandmenw
SlUanulpodefulboihu,, io 3 p . deudnt

1.5

P

sl o

h‘lmuﬁew :hia:l cuesta una cuaria pumdn lo que
vale la icuénto cuesto la ca grande?

Figura 7. Introduccion, en el sequndo grado, de las fracciones en la recta
numérica. (SEP. 19721a, p. 107).

38

Si la ranita chica esté en el punto 1/2, scudantos saltos
tiene que dar para llegar a los puntos indicados?

(Y -
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Pero la nocion no se limita a lo anterior; en tercer grado se incorpora la idea
de fraccion como resultado de un reparto (tendiente a la idea de cociente)
mediante el planteamiento de problemas del tipo siguiente:

E
‘Diez ninos se van a repartir dos papayas. Forman dos grupos de 5 nifos cada uno y
cada grupo se divide una papaya en partes iguales. A cada nino le toca de
papaya’. (p. 207, libro de tercer grado, subrayado mio).

La parte-todo y el cociente se alternaran a lo largo de la primaria y se comple-
mentaran con la idea de razon (asociada a las figuras a escala) y la de operador,
trabajada con detenimiento en los Ultimos grados, mediante problemas del tipo:
“Cinco octavas partes de los animales de un zooldgico son mamiferos y 2 de
cada 25 mamiferos son fieras. Si el zooldgico cuenta con 3000 animales, {cudn-
tas fieras puedes hallar en el zoolégico? (SEP, 1972, p. 253)".

Este sub-constructo desembocard en la multiplicacion de fracciones, que
se dota de significado mediante un amplio tratamiento basado en la grafica-
cion de la idea “una parte de” sobre fracciones unitarias y no unitarias: “el
resultado de multiplicar una fraccion por otra es una parte de esa otra’, lo que
se formaliza mediante la operacién mencionada (figura 8).

7 Coincido con Real, Gémez y Figueras (2013), en que la interpretacion de la fraccion puede modifi-
carse en una situacion, por ejemplo, en una situacion de escalas, inicialmente se trata de una razon, y se
transita a la de operador cuando se resuelve el problema.
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Figura 8. Pagina de libro de quinto grado dedicada a ilustrar
la multiplicacién de fracciones (SEP, 1972¢, p. 177).

Colorea un fercio de dos quintes t-;-x %I

Represenia sobre lo recta ica, las sigui P i

W=

X—;— [un tercio de un medio)

(=%

wl=

® % {un tercio de dos quintos)

X X i . i
a2 : : 1

T

Posteriormente, la operacion se utiliza para resolver problemas del tipo
siguiente:

F
%/7 partes del espacio de un librero estd ocupada por libros, y de éstos, las enciclopedias

ocupan la tercera parte, (Qué parte del librero ocupan las enciclopedias?
(SEP, 1972¢, p. 256)

Es importante senalar que la idea de fraccion como cociente (resultado de un
reparto) se desarrolla sin apoyo de representaciones graficas. Son situaciones
planteadas verbalmente las que vinculan al sub-constructo con el CE de los
estudiantes, tal como se ve en el problema inserto en el recuadro E. Esto se debe
probablemente a que la actividad de repartir estd mds vinculada a la accion
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efectiva que la de sombrear figuras (Kerslake, 1986, p. 90), y al ser mas dinamica,
es mas dificil de representar.

Es asi que, aunque las situaciones no corresponden solo al modelo domi-
nante, en general, las representaciones graficas si. Es hasta que se incorpora la
equivalencia —a partir de la idea de “reparto” (SEP, 1975, pp. 109, y 110)- cuando
se incluyen representaciones graficas de algunos repartos (figura 9). Con este
tipo de imagenes se busca generar un Cl que apoye la comprension de la

nocion.

Figura 9. Pagina del libro de cuarto grado en la que se incorpora la idea de equivalencia

con base en repartos equivalentes. La pagina siguiente contiene ejemplos similares.

Leccién 40

Pepe y Meche tenian 1 pastel
azul para repartirselo entre los 2:

Pepe

Meche

A cada uno le iba a tocar

Pero llegarcn Paco y Marta con
un pastel amarillo y decidieron
repartirse los 2 pasteles entre

los 4:

e
N A ¥

Pepe Meche Paco

Marta
A cada uno le tocaron

2
-~ de pastel.
4 pas

En ambos casos la fraccién de pastel que le focé a cada uno es la

-%- de pastel,
mismar — = %

En la recta numérica también puedes ver que % = -:- :

1

El lenguaje

En los primeros grados predomina el lenguaje natural; la incorporacion decidida
del lenguaje TS comienza hacia la mitad de la primaria, con referencia al modelo
parte-todo (figura 10).
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Figura 10. P4gina del libro de tercer grado, donde se observa el transito al nivel técni-
co-simbolico sustentado basicamente en el modelo parte-todo (SEP, 1972b, 203).

‘Cuando dividimos una cosa an 4 partes lquales, cada parte se llama

mm;runnﬁmmuueﬁh-}-.

Cada una de los 5 partes iguales de una coso se llama un quinto y
con nimeros se agﬂ\ﬂni-

Completa:

Cada una de los 6 partes iguales de una coso se llama un sexto y
con ndmercs se escribe —.

Cada una de las 7 partes iguales de una cosa se llama un séptimo y
“con nimeros se escribe — .

Cada una de las 8 partes iguales de uno cosa se llama un edave y

con nimeros se escribe — .

La representacion grafica del modelo se alterna con “todos intangibles’, como la
hora o los minutos, concluyendo, después de varios ejemplos, con la siguiente
formulacion:

G
“Los niimeros como /2, 1/3, Y/a se llaman quebrados o fracciones”
(Libro de tercer grado, p. 205).

Frases idénticas se reiteran en tercero y cuarto grados, siempre destacadas en
recuadros y precedidas de ejemplos y ejercicios sobre representaciones graficas
del modelo. Pero en este periodo, como se vera en seguida, el lenguaje y su uso
se complejizaron.
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El lugar del lenguaje “formal”

No obstante la recurrencia al modelo parte-todo y el uso de frases enunciativas,
una diferencia con el curriculo de los anos sesenta es el lugar del lenguaje: a
las formulaciones y definiciones las preceden una cantidad importante de repre-
sentaciones graficas. Esto es, hay un transito mas pausado por el nivel intuitivo,
el cual tiene por objetivo dotar de significado a las “formalizaciones matemati-
cas’. En consecuencia, el lenguaje matematico “formal” generalmente se ubica
al final de las lecciones.

En otros casos, el lenguaje se torna argumentativo (trata de exponer las
razones que subyacen a las formulaciones), como en la multiplicacion que, a
través de acciones sobre imagenes, intenta mostrar las “razones” del significado
de la operacion (figura 8).

En algunas ocasiones, se introduce un lenguaje que acompana mas abier-
tamente al razonamiento inductivo, promovido mediante la observacion guiada
de ciertas regularidades en los casos presentados. De este modo —conforme a
la idea de que los ninos descubran los conceptos— el procedimiento general, el
concepto o la definicién que interesa elaborar se formulan con base en la requ-
laridad observada en los ejemplos y los ejercicios resueltos.

Un intento por promover el razonamiento inductivo en el caso de las frac-
ciones lo encontramos en el libro de cuarto grado donde, después de una
actividad sobre varias ‘rectas numéricas’, en la que se constata que el punto o
los puntos correspondientes a diversas fracciones es el mismo (figura 11), la
secuencia se cierra formalizando la idea de que a un mismo numero (mismo
punto en la recta) corresponden distintas expresiones fraccionarias equivalentes
(figura 12).
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Figura 11. Rectas numéricas donde se muestra la equivalencia de fracciones
respecto de los puntos correspondientes a 1, 2'y 3 (SEP, 1975, p. 76)

Escribe arriba de cada cruz el quebrado que representa:
pesed
2 2
medios | T 4 4 t 4 —
0 1 2 3 1
o RS S M T LS T
0 2 3
Cwortos fop b e i
0 1 2 3
quintos | —p—ff—f b
0 1 2 3
soxtos |t e b b
0 1 2 3 ]
stpimos |p——t——
T 0 1 2 3
76 i

Figura 12. Leccién en la que, habiendo observado puntos sobre la recta correspondientes
a fracciones equivalentes (figura 11), se concluye sobre la equivalencia de
fracciones y se emplea por primera vez el término equivalente.

Libro del alumno. Matemadticas. Cuarto grado. (SEP, 1975: 77).

Mira las rectas numéricas anteriores para eseribir en medios, tercios,
hasta séptimos:

DDDDDD

i o, g

L]
]
bl
]

B 0

6
3 =—=
2

([ =-|
DIDDID
DIDDID
OO0~

Observa que has escrito cada uno de los nimeros 1, 2 y 3 de varias
os distintas, que llamaremos equivalentes.
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El proceso didactico sequido en este caso consiste en: a) resolver ejercicios
donde se muestra que es posible expresar de distintas maneras una fraccion
(un mismo punto en la recta), b) hacer observar lo anterior, ¢) observar que un
numero puede expresarse de diferentes maneras, y d) dar nombre a lo observado:
esas distintas maneras son equivalentes.

Después de un recorrido apoyado en representaciones del modelo parte-todo
y la recta numérica, se concluye con una definicion de equivalencia sustentada
en los productos cruzados, situacion que refleja el interés por formalizar el len-
guaje matematico (Nivel TS) (figura 13).

Figura 13. Matemdticas. Quinto grado. (SEP, 1972¢, p. 41)

.
10

- ER et e M W e R e T e (S ——

1 9

va—--l-————_— ——-

Si o, b, n representa cualquier nimero y b, n son distintos de cero

a e aXn
Observa que, en general, E e

Si lees cada linea de derecha o izquierda

n
podrés ver que, en general, % = .ﬁ_

Consideremos las fracciones equivalentes:

2. »3
T

v obsarvemos que 2 X 12 =24; 8 X 3 = 24.

Los productos eruzados (2 X 12 y 8 X 3] son iguales, ésta es otra
manera de comprobar que 2 fracciones son equivalentes, comprueba
caleulando los productos cruzados, si se cumple una igualdad similar
en otros casos (Puedes usar las fracciones obtenidas en la pégina an-
terior).

Es decir que, en algunas lecciones se buscaba la obtencion de formalizaciones
como corolario del proceso de descubrimiento (o de induccion). Los libros de
texto eran un importante apoyo para poner en practica tal enfoque. Aunque
plasmarlo en el tratamiento de las fracciones no fue tan sencillo como en otros
temas, por lo que su incorporacion no fue muy frecuente.
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Conclusiones sobre el curriculo de 1972

Antes mencioné, que esta propuesta implicé una primera apertura a la idea de
numero racional como “gran concepto” constituido por los sub-constructos medi-
da, cociente, razon y operador multiplicativo.

Es cierto que aun se utiliza la palabra “‘quebrado”y que el modelo parte-todo
es referente grafico fundamental para la construccion del concepto de fraccion,
pero a las frutas o las figuras geométricas regulares se agregaron las irrequlares,
las colecciones de objetos, o los “todos” diferentes de uno expresados por ejemplo
en precios, numero de participantes en equipos deportivos, o de alumnos de un
grupo escolar. Ya en los ultimos grados se incluye la nocién de operador median-
te conjuntos de los que se ha de calcular una fraccion.

Por otra parte, la modificacion en el sustento psicologico (el aprendizaje por
descubrimiento) llevé a intentos meritorios de abandonar la ostension y el len-
guaje descriptivo que le es consustancial.

A pesar de las dificultades para plasmar en todas las lecciones el enfoque
previsto, el reconocimiento de que el alumno llega a la escuela con un conoci-
miento, y que partir de ese conocimiento es el camino pertinente para construir
el conocimiento escolar, constituyé indudablemente un avance en las formas de
pensar el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas y de las fracciones. Pero
llegd el tiempo en que la propuesta serfa cuestionada y serfa sustituida por otra
con orientacion constructivista. Esto ocurrié al comenzar los afos noventa.

EL CURRICULO DE BASE CIENTIFICA: ACENTO EN LA CONSTRUCCION DEL
CONOCIMIENTO Y UNA DEBIL INSTITUCIONALIZACION

El curriculo de 1993 se concibi6 en un contexto internacional generado por la irrup-
cion del constructivismo en la educacion basica y por un avance importante en la
investigacion en didactica de las matematicas (véase, por ejemplo, Block y Waldegg,
coords.1995), contexto en el que ademas se vivia un fuerte desencanto por los
resultados de ‘las matematicas modernas” (SEP, 1993; Block y Alvarez, 1999: Avila,
2006). Resultado de lo anterior, fueron los cambios relevantes en el enfoque peda-
gogico para promover el aprendizaje de las matematicas: se busco la participacion
activa de los alumnos en la construccion de los conocimientos, y se incorporo la
resolucion de problemas como instrumento privilegiado para hacerlo (SEP, 1993).
Dicha perspectiva se dejé sentir en el tratamiento didactico de las fracciones.
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Un amplio significado para la nocién de fraccién

Siendo éste un curriculo que contaba para su fundamentacién con un amplio
acervo de investigaciones sobre el aprendizaje de las fracciones, se incluyeron
sistematicamente sus diversos significados: parte-todo, cociente, medida, razén
y operador (SEP, 2001, 2002a, 2002b, 2002c). Estos significados se trabajan a
partir de situaciones problematicas consideradas significativas para los alumnos:
particion de cartulinas, hojas y tiras de papel para construir adornos o juguetes;
repartos de pasteles, pizzas y galletas (modelados en papel); asi como medicion
de objetos del entorno, entre otras. Las tiras de papel también fueron utilizadas para
trabajar las fracciones en contexto de medicién, y en los ultimos grados se abordo
detenidamente la idea de razon vinculada a mezclas, reglas de cambio y escalas.

El acercamiento didactico en esta propuesta es muy distinto de los anteriores;
las frutas y las figuras geométricas desaparecieron como recursos para introducir
las fracciones. Las lecciones sobre el tema (que comienzan en tercer grado)
incluyen situaciones problematicas a partir de las cuales —aprovechando los
conocimientos previos de los ninos— se van construyendo las nociones. El acer-
camiento inicia con las fracciones un medioy un cuarto, que durante un tiempo
no seran nombradas formalmente ni simbolizadas. La figura 14 muestra un
fragmento de una leccion donde la intencion es que se fraccionen hojas de
papel en medios y cuartos sin utilizar necesariamente los términos.

Figura 14. Fragmento de la leccion del libro de tercer grado en la que inicia
el tratamiento de las fracciones en el curriculo.

2 £l equipo de Luls comprd 3 pliegos de papel para hacer bonderitac de México.
Para hacer una banderita sc necesita una parte verde, una blanca y una roja.
Divide cada pliego pars que s= puedan hacer 4 banderitas del mismo tamadfio.

ZEn cudntas partes iguales guedd dividido cada pliego? ==

Luis ¥ su equipo ya hicieron 2 banderitas de las 4 que quieren hacer.

2Qué parte del pliego verde han utilizada? _
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También es clara la intencién de romper el esquematismo del modelo parte-to-
do presentando particiones no convencionales (figura 15), y vinculando las frac-
ciones con cantidades discretas (precios) y continuas (litros o quesos) (figura 16).

Figura 15. Leccion de tercer grado en la que se muestran particiones poco convencionales

' La maestra dio a cada nifio una hoja de papel tamafio carta y les dijo que la cortaran a la mitad.
Fijate edmo lo hicieron.

ltzel

Fie

Luisa

£Quiénes cortaron la hoja a la mitad?
¢0uiénes no cortaron |a hoja a la mitad?
¢Crees que la hoja de Laura y |a de Jaime estan cortadas a la mitad? Explica por qué.

| Jaime Pedra |
FPatricia Laura

Usa el material recortable niimero 4 para comprobar cudles son mitades y cudles no son mitades.
Compara la mitad de |2 hoja de Marco con la mitad de |a hoja de Pedro.

Comenta con tus lo que observas.

p

Figura 16. Fragmento de una leccién donde las fracciones se vinculan a cantidades
continuas y discretas (Matematicas tercer grado. SEP, 2002a, p. 92)

39. Quesos Y CrEMa | Paco estd contento en la granja de su tio.
Ahora ya sabe que una parte de la leche que producen las vacas se utiliza
para hacer quesos y crema.

.Nmmhsllnﬂa los precios que faltan,
Tama en cuenta que si se compra |3 mitad o |3 cuarta parte, el costo tambidn
&5 la mitad o la cuarta parte.

Quesa mediana Cueso chica 1 litre de crema

Oueso grande:
sS4 515 se 512
Medio queso mediana Medio queso chico Media litra
$ 5 3
-
/
I\
S
Media queso grande Un cuarto de gueso grande Un cusrto de litro

1
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Ocasionalmente, —como al final de la leccion “Quesos y crema’= se incluyen
“‘formalizaciones” del conocimiento producto de la actividad (recuadro H):

H

Para escribir cantidades como un medio o un cuarto, se pueden utilizar las fracciones. Un
medio se escribe asi: ; un cuarto se escribe asi: . (Matemdticas tercer grado. SEP, 2002a,
p. 93)

Estas formalizaciones son muy escasas y, en general, son “formalizaciones
locales”, puesto que las convenciones son fijadas libremente para utilidad del
grupo y el avance en el estudio de la leccion. Bajo el escaso interés por las
formalizaciones, la primera vez que se utiliza el lenguaje técnico simbdlico es
en la leccion Quesos y crema. En las cinco lecciones previas todo se ha expre-
sado en lenguaje natural.

También se incluyen situaciones donde aparecen las fracciones en contexto
de medicion, con referencia a unidades no convencionales. Por ejemplo, unas
tiras de papel se convierten en unidades de medida y de su uso resultaran
fracciones (figura 17):

Cuando se incluyen las fracciones como resultado de un reparto, de manera
distinta a como se hacia en la propuesta de 1972, los repartos se representan
graficamente, o se pide a los alumnos realizarlos con objetos o dibujos. La
pagina donde se inicia el trabajo con esta interpretacion se ve en la figura 18.
La pagina es interesante porque, ademas de que los repartos se hacen efec-
tivamente, la accion se vincula con la escritura de las fracciones (3 hojas para
4 ninos; las 3 hojas se dividen para repartirlas entre los 4 nifos; a cada nifo
le tocan %4 de hoja). Esta vinculacion (CE-CI-CTS) también muestra el interés
por el significado: aqui de una representacion dificil de comprender (la de la
forma a/b).
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La maestra formd equipos de dos, cuatro y ocho nifios. Después entregd aigunas hojas a
‘cada equipo para que sa las repartieran an partes igualas.

¢Cuéntas hojas tiene &l equipo 27 %~
&Cuénto le tocd a cada nifio?

Completa los datos que faltan en la siguients tabla.

’I.Iuclmlmill recortable rdimera 15. Can la tirs roja mide ks otrs tiras y completa FigUl'a 17- Fragmento de una |€C-

lo que dicen los nifios.

cion de tercer grado donde las tiras
de papel se utilizan como unida-
des de medida que dan lugar a
fracciones.

Figura 18. Leccion del libro
de cuarto grado donde se
introduce la nocién de
fraccion como resultado
de un reparto.
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Las hasta aqui expuestas no son todas las ideas sobre las fracciones incor-
poradas en 1993. En el quinto grado se introduce su representacion en la recta
numeérica y se da un amplio tratamiento a las fracciones decimales y la expresion
decimal de las fracciones (SEP, 2002c). También la comparacion, equivalencia y
suma de fracciones, ocupan un lugar en la propuesta.

Comparacion, equivalencia y suma de fracciones

La nocion de equivalencia se vincula a situaciones donde se hacen repartos
equivalentes (SEP; 2001b, p. 93-93) o a situaciones en contexto de medicion o
saltos de animales: por ejemplo, “Un salto de /> metro es igual a un salto de %/
de metro” (SEP, 2002b, p. 135). Pero la equivalencia se lleva a otros contextos:
en una leccion de sexto grado la actividad se ubica en la notacion musical:
¢Cudntas corcheas equivalen a una blanca?, (Qué parte de una redonda es una
corchea?, El nivel TS se introduce solicitando establecer la equivalencia entre
una fraccion (5/4) y tantas notas blancas, o negras, o corcheas como sean
necesarias para completar el tiempo musical anotado (SEP, 2001p. 21). Una tabla
de numeros proporcionales que los estudiantes han de llenar a partir de calcular
el liston para varios monos, resulta util para acercar mas al nivel TS e incorporar
una formalizacién local sobre la equivalencia:

I

Seguramente las fracciones que te resultaron en las preguntas anteriores son 5/3 y 10/6.
Estas fracciones representan la misma medida y hay varias maneras de comprobar que
son equivalentes. (SEP, Sexto grado. 25).

El curriculo incluye también la suma de fracciones, que inicia en el tercer grado.
En éste se utilizan fracciones de denominador 2 0 4 y a lo largo de todo el ciclo
educativo se trabaja con fracciones facilmente manejables. Se espera que los
ninos, con sus conocimientos etnomatematicos y los intuitivos desarrollados en la
escuela, desplieguen estrategias personales para calcular. Es por ello que, en vez
de comunicarse algun procedimiento formal, lo mas frecuente es que se comparen
las estrategias de solucion y los resultados con los de otros companeros. Es hasta
el final de la secuencia, en el sexto grado, donde se expone un ejemplo (no del
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todo desarrollado) de cémo podrian haber sumado los niimeros mixtos implicados
en la resolucion de un problema (figura 19) (SEP, 2001, p. 55).

Figura 19. Formalizacion local del procedimiento para sumar nimeros mixtos.

Compara tus procedimientos y resultados con los de otros compaiieros.

4. Para sumar o restar ndmeros mixtos puedes hacer lo siguiente:

A WL T
3+ﬁ+ﬁ j+6
. 1 1
=.]+|"5"=4E
o bien: @a%i—%—
9 16_25 & 3
A

Este tema (la suma de fracciones) culmina en combinacion con la idea de
equivalencia, mediante una actividad consistente en anotar las fracciones con-
venientes para lograr el equilibrio entre diversos moviles (figura 20):

Figura 20. Primera pagina de la lec- 1. Los méviles son artesanias que se hacen en muchas partes del mundo.
N X El secreto es mantener el equilibrio con los objetos que cuelgan. Anota
cion de sexto grado que cierra el tra- el niimero natural o la fraccién que se necesita en cada cuadrito vacio
. para lograr el equilibrio.
tamiento de la suma y resta de
fracciones. A 8)
|
£ 1 r— |
3
| : .,+.
| | |
) D)
| |
[ e ——— _
! |
=2 A
| 1
A | by
| 5 |
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El de los moviles es un ejercicio que obliga a pensary no so6lo a hacer cal-
culos de modo automatico. Es también el final de una secuencia sin alguna
formalizacion procedimental para calcular con las fracciones.

La fraccion como razén

Esta nocion tiene un elaborado tratamiento; su inclusion constituye una inno-
vacion en la ensenanza de las fracciones. Se inicia en el quinto grado, explici-
tando que la razon es una forma mas de interpretar las fracciones, segun
subtitulo de la leccion ‘La tienda de pinturas: Fracciones como relaciones o
razones” (SEP, 2002¢, 142-143). El contexto de mezclas resulta util para vincular,
a partir de situaciones problematicas, fracciones sencillas (como 5/8) con expre-
siones del tipo “Litros de pintura blanca por cada litro de pintura verde’, o “Frac-
cion de pintura blanca que hay en la mezcla”.

Posteriormente la nocion se relaciona con la idea ‘“regla de cambio” que —a
partir de situaciones problematicas— se expresa también como ‘tratos buenos” y
‘no tan buenos’. Por ejemplo, en una lecciéon de sexto grado se plantea: Por cada
ficha les doy 3 estampas, Por cada 6 fichas les doy 12 estampas, Les doy una
cantidad de estampas igual a dos veces la cantidad de fichas, icon cual regla
de cambio creen que ganaran mas estampas? (SEP, 2001, pp.30-31).

Los estudiantes han de decidir cudl regla es la que conviene mas. En
concordancia con el enfoque, se promueve la comparacion y discusion de
resultados, incluyendo la idea de que “Hay reglas de cambio que son equiva-
lentes porque dan siempre la misma cantidad de estampas” (leccién 11, pp.
30-31). Siempre sobre la base de problemas, mas adelante se comunica a los
estudiantes la posibilidad de representar las “reglas de cambio” o “los tratos”
mediante expresiones distintas: a) “por cada tantos.me dan tantos..", b)
mediante porcentajes, o ¢) mediante fracciones (SEP, 2001, p. 45). Hay un
notable interés en hacer comprender la nocion de razon generando un cono-
cimiento intuitivo sobre esta relacion.

Otra vertiente del tema se vincula a las escalas; se inicia mediante indica-
ciones como: Los lados de la nueva figura deben ser del doble, del triple, etc,
sin referencias formales al concepto. Es en la leccion 46 (SEP, 2001, p. 104-105)
después de varias lecciones que abordan el tema donde se formaliza el con-
cepto de factor de escala:
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El numero por el que hay que multiplicar (o dividir) las medidas de una figura para obtener las
medidas de la figura a escala se llama factor de escala.

Para que una figura sea una reproduccion a escala de otra, el factor de escala debe ser el mismo
para todos los lados que se corresponden. Lo anterior equivale a decir que las medidas de una
figura deben ser proporcionales a las medidas de la otra. (SEP; 2001, p. 105).

En sintesis, en este curriculo hemos visto la incorporacion de la fraccién asociada
al modelo parte-todo de una manera breve y distinta de como se hacia en las
propuestas curriculares anteriores. Ademas, 1a nocion, siempre inmersa en situa-
ciones problematicas, se presenta vinculada sistematicamente a las situaciones
de medicion y de reparto, asi como de razén. En el quinto y sexto grados ademas de
un trabajo intenso con la razon, se incluyen nociones afines: porcentaje y escala.
Es un claro ensanchamiento de la idea tradicional de fraccion.

¢EL SIGNIFICADO OPACO AL LENGUAIE?

El interés por dar significado a las fracciones es notable en esta propuesta. No
hay ninguna leccion donde la actividad no esté relacionada con alguna repre-
sentacion grafica de las fracciones o con alguna situacion problematica de la
que derive la actividad de aprendizaje. Es decir que generar un conocimiento
intuitivo (en los términos de Kieren) fue fundamental en este curriculo. En cam-
bio, casi no hay formalizaciones en los libros de tercero, cuarto y quinto grado
(dos, tres y cuatro respectivamente). En el de sexto grado aumenta el nimero (a
ocho), principalmente en el tema de razén. Pero la prevalencia del conocimiento
intuitivo se conservd y no todo lo que hubiera sido conveniente formalizar se
formalizé. Llama la atencién que los procedimientos para sumar y restar frac-
ciones son motivo sélo de “formalizaciones locales” y no se acompanan de una
formalizacion franca de los procedimientos.

Conclusiones sobre el curriculo de 1993

La interpretacion dada al constructivismo en este curriculo, llevé a trabajar sis-
tematicamente los distintos sub-constructos del niimero racional, y con ello a
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ensanchar el significado de las fracciones. El concepto de fraccion (entendida
en sentido amplio) se construye con base en la resolucion de problemas y ejer-
cicios contextualizados, es muy probable que con ello se impregnara de signi-
ficado. Pero hay una ausencia importante en esta propuesta: los conceptos
abordados practicamente no se formalizan con algun enunciado o definicion.
Aunqgue este problema es menor en el sexto grado, siguiendo el pensamiento
de Kieren seria valido decir que, en el curriculo de 1993, promotor de que los
alumnos construyeran las nociones a partir de sus propios recursos intelectuales,
el estudio de las fracciones se llevo a cabo, fundamentalmente, en el nivel etno-
matematico y en el intuitivo, pero escasamente en el nivel técnico-simbolico.

CONCLUSIONES GENERALES

En las tres propuestas curriculares revisadas se otorga importancia considerable
al concepto de fraccion; en todas se desarrollan secuencias de actividades y
lecciones que tratan su contenido con amplitud. Empero, la concepcion acerca
de como se aprenden, asi como los significados y el lenguaje que se les asocia
cambiaron de manera importante en cada una.

El cambio estuvo alimentado por la evolucion en las teorias del aprendizaje
y el avance de la investigacion en educacion matematica. De una centracion
exclusiva en el sub-constructo parte-todoy un enfoque sustentado en principios
psicologicos hoy superados, se pasé en 1972 a la incorporacion de diversos
significados de las fracciones, se amplio el nimero de sus representaciones —
destacando el uso de la recta numérica—y se promovié el descubrimiento como
via privilegiada de aprendizaje. Derivado de esto ultimo, se busco formalizar los
conocimientos como corolario de la actividad de descubrimiento, aunque no
siempre el intento culmind exitosamente. Como quiera que sea, la promocion
del aprendizaje por descubrimiento, el transito pausado por el nivel intuitivo, asi
como la formalizacién progresiva del lenguaje fueron elementos valiosos incor-
porados con esta reforma.

La reforma constructivista introducida en 1993 lleg6 aun mas alla y promovio
la construccion de los conceptos vinculados a las fracciones a partir de situa-
ciones problematicas consideradas familiares para los nifos. En esta oportuni-
dad, se ve un abandono intencional del esquematismo con que hasta entonces
se habia tratado el modelo parte-todo, un enriquecimiento de los contextos a
los que se asocian las nociones y un amplio reconocimiento a la idea de que
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los nifos construyen sus conocimientos mediante la resolucion de problemas,
la interaccion con sus pares y la socializacién de las ideas, las estrategias de
resolucion y los resultados.

Empero, una debilidad de esta propuesta es la escasa formalizacion de los
conocimientos que buscaba comunicar. Me permito utilizar las palabras de
Brousseau, para expresar que, para cerrar el circulo que lleva de un conocimiento
inicial a un saber se hace indispensable institucionalizar ese saber. El recono-
cimiento de dicho saber en el edificio del universalmente reconocido hace nece-
sario establecer una definicion mediante convenciones linglisticas y gramaticales
aceptadas por una comunidad. (Brousseau, 1986). En términos de Kieren, diria-
mos que esta propuesta tiene un amplio trabajo en los niveles etnomatematico
e intuitivo, y muy escaso en el técnico simbolico.

Para la elaboracion de propuestas curriculares futuras, convendra mirar el
pasado de manera critica, considerar aquello que fue fortaleza, y evitar lo que
fue debilidad. Por ejemplo, la reforma de las matematicas modernas incorporo
una importante innovacion al intentar que los alumnos descubrieran por si
mismos los conceptos, pero el tratamiento de los distintos significados de la
fraccion no fue sistematico y el paso por el nivel intuitivo le otorgd demasiada
confianza al modelo parte-todo. Igualmente, el constructivismo introducido en
1993, llevo a elaborar una propuesta valiosa para la construccion de la nocion
de fraccion a través de sus diferentes sub-constructos, siempre en situaciones
consideradas de interés para los ninos. Sin duda fue muy relevante la intencion
de vincular significativamente a los alumnos con la nocién y todas sus implica-
ciones, pero la falta de formalizaciones debilito la propuesta.

Hoy en México esta en puerta la incorporacion de nuevos programas de
matematicas. En la tradicidn educativa mexicana, cada vez que se emprende
una reforma educativa, la ideologia de la innovacion (Brousseau, 2000) se apo-
dera de los planeadores, quienes evitan mirar hacia atras, como si la retrospec-
cion impidiera generar las condiciones para un mejor aprendizaje. La mejora,
segun parece, quiere hacerse depender de la innovacién. Sin embargo, “al hacer
de lo novedoso el criterio esencial para valorar las acciones propuestas, se des-
truyen las posibilidades de éxito de las mismas, y se muestra al mismo tiempo
que no es al mejoramiento de la ensenanza a lo que se aspira’. (Brousseau,
2000, p. 31).

En el caso de las fracciones, los exdmenes nacionales recientes informan de
escasos aprendizajes; también se nos ha informado que en muchas escuelas
permanece la centracion en el modelo parte-todo y se trabaja muy poco el resto
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de los sub-constructos (Avila, 2006; lzquierdo, 2006, Gonzalez-Molina 2018). A
este tipo de ensenanza, sin duda, también estdn asociados los resultados que
arrojan los examenes nacionales.

D'Amore y Fandino (2015), en un interesante escrito publicado en Educacion
Matemadtica y titulado “Propuestas metodoldgicas que constituyeron ilusiones en
el proceso de ensenanza de las matemdticas” (p. 7), muestran como muchas de
ellas tuvieron una gran difusion, pero fueron ilusorias, ya que las mejoras espe-
radas con su introduccién nunca llegaron. Esto parece ser lo que sucede en
Meéxico con las fracciones.

Es probable, entonces, que sea mas util pensar en como mejorar lo que
hacen y conocen los profesores y no en incorporar innovaciones que, en pala-
bras de D’Amore y Fandino, es probable que soélo constituyan ilusiones. Por ello,
si bien este escrito tiene por objetivo exponer algunas reflexiones sobre propues-
tas de ensenanza potencialmente utiles para los disenadores de proyectos edu-
cativos, me pregunto si la lectura de este tipo de andlisis podria ser util para
ayudar a los profesores a revisar su practica. Mi hipotesis es que si, pero habra
que investigar.
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